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DELL’ESTRAZIONE DELLA RADICE D’UN GRADO 
QUALUNQUE D’UN BINOMIO REALE, DI CUI I 
DUE TERMINI SONO RADICALI DI 2° GRADO, 
0 L’UNO ALMENO È TALE, L’ALTRO ESSENDO 
RAZIONALE. 


Conformandoci al linguaggio degli analisti diremo possibile la 
radice ( qualunque sia il suo grado ) dell’ indicalo binomio , 
quando ella può ottenersi sotto la forma d’ un simile binomio , 
moltiplicato o non per un fattore monomio irrazionale. Ciò 
premesso giova avvertire che , qualunque sia la radice clic 
vuoisi estrarre dagli indicati binomii, non solo essa può sem- 
pre decomporsi in radici, parte di secondo grado, e parte di 
grado dispari; ma ancora l’operazione che deve offrire le une 
e le altre può sempre ridursi ad estrazioni di radici pur di se- 
condo grado e di grado dispari, effettuande sopra binomii com- 
posti di termini privi di denominatore. Donde risulta che senza 
punto nuocere alla generalità della presente quìstione potremo 
supporre che il binomio dato sia A±B, e essendo numeri 
intieri. Come d’altronde è nota la regola per estrarre la radice 
quadrala da questo binomio ; cosi tutta la difficoltà riducesi a 
mostrare come si possa estrarre dal medesimo la radice di un grado 
qualunque dispari. 

Cosi presa la quistione, noi saremo in grado di offrirne una 
soluzione affatto differente da quella che incontrasi in quasi tutti 
i trattati un po’ completi d’ Algebra, ne’ quali essa è ridotta alla 
risoluzione d’un’equazione a coefficienti razionali del grado della 
radice proposta, equazione che provasi dover essere soddisfatta 
da un valore razionale dell’incogiiita, quando ^a radice cercata è 
possibile. Infatti egli è essenziale di osservare che sarebbe impor- 
tante di avere una regola, che evitando la risoluzione della or 
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menzionala equazione offrisse prontamente la radice in discorso 
per mezzo di semplici operazioni aritmetiche da eseguirsi sopra 
i due termini del binomio. Nè rechiamo in mezzo questa osser- 
vazione come nuova, la quale anzi si presentò allo spirito dello 
stesso Newton, che primo imprese a trattare la presente quistione 
con notevole successo. 11 celebre geometra diede a questo pro- 
posito , nella sua .4ritmetica universale , una regola che tradu- 
clamo letteralmente in questi termini. 

Sia il binomio A±B, A* e essendo numeri intieri, ed A es- 
sendo ^B; e sia c l’indice ossia il grado della radice da estrarsi. 
i* Si cerchi il minor numero n la cui potenza n<^ si divida esatta- 
mente per A> — B^ e si chiami Q il quoziente. 2° Si determini il 
c 

valore di ^(a-*-B)J/Q in numeri intieri prossimi, e sia r tale 
valore. 5° Si divida A)/Q pel suo massimo divisore razionale, e 

dicasi s il quoziente. 4® Sia t il valore di r in numeri »n- 

lieri prossimi; 

SI avrà l/A^B= 5 

zc 

rQ 

se però la radice cercata è possibile. 

I termini nei quali è concepita questa regola essendo chiaris- 
simi, parrà puerile che noi facciamo avvertire che per valore 
d’una data quantità in numeri intieri prossimi , secondo l’uso, e 
d’accordo coll’autore della regola e con tulli gli Analisti, inten- 
diamo l’uno dei due numeri intieri consecutivi fra i quali è com- 
preso il vero valore della stessa quantità. Tuttavia dovevamo fare 
quest’avvertenza, perchè a torto la dicemmo consentita da tutti 
gli analisti ; mentre all’incontro essa è contrastala da un distinto 
geometra di Torino, il signor Plana, che pretende che si possano 
intendere colle citate parole anche numeri razionali frazionari!. 
Del resto perchè il lettore possa giudicare dell’esattezza e fedeltà 
cou cui abbiamo enunciato la regola di Newton, trascriviamo 
qui il testo originale della medesima. 

Sit quantitas A±:B. Eius pars major A. Index radicis ex- 
trabendse c. Qusere minorem numerum n , cujus poteslas 
(lividilur per — B* sino residuo, et sii quolus Q. ('.ompiita 
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G 

V{\+B)yQ ia numerU inlegris proximis. Sit illud r. Divide 
per maximum divisorem rationalem: sit quotus s: sitque 

tsdz — r 

r in numeris integris proximis t. Et erit fc 

2s pQ 

radix qussita, si modo radix extrahi potest. 

(Vedi pag. 85 e seg. dell’opera Arilhmelica Uitiversalis, auctora 
Is. Newton, cani commentano Johannis Castillionei, 1761^. 

Questa regola che Newton , secondo il suo solito, ci lasciò 
senza dimostrazione, risolverebbe pienamente la quistione , se 
anche ristretta al caso di c dispari , non offrisse due difficoltà 
gravissime, che furono la prima volta rilevate da Eulero (*). La 
prima difficoltà è che alcune operazioni su cui riposa, sono am- 
bigue , cioè non presentano un risultato unico e preciso : tali 
sono quelle che consistono nel prendere il valore in numeri in- 

c 


tieri prossimi delle duo quantità |/ (A-»-B)^Q 


e r -I- 


n 

r 

’W 


Infatti Newton , non avendo precisamente indicato se debbasi 
prendere di tali quantità il valore intiero prossimo in più od in 
meno, rimane dubbiosa la scelta fra questi due valori ; donde 
avviene che se r è , per esempio, il valore intiero prossimo in 
c 


meno del radicale ]/( A B) J/ Q, potendosi prendere per valor 
intiero prossimo di questo radicale r o r-t- 1 , il numero ( dovrà 
risultare uno de’ valori interi prossimi in più od in meno del- 

l’una delle due quantità r n — r I n ; ed ammetterà 

r r-t-t 

2s ’ 2s 

cosi pili valori, fra i quali la regola porge nessun indizio per ri- 
conoscere immediatamente quale convenga alla quistione. 


(*) VeJi pag. 33 e 36 della Memoria di questo geometra, inserta nel 
(omo XIII dei Commentarli dell’Accademia dì l’ietruliurgo, ed intitolata : 
De e.rlrMlioHe radicum ex quantilatibus irraCionalibus. 
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La seconda difiicollà ancor più grave è che, anche tenuto 
conto della pluralità de’ risultati, a cui conducono le operazioni 
testé menzionate, può tuttavìa la regola cadere in fallo, cioè non 
offrire la radice cercata, sebbene questa esista, come dimostra 
il seguente esempio addotto dallo stesso Eulero. 

5 

Sia da estrarsi Come Hf/S è >U (=f^l21), si 

avrà A=ztif/s, B=ll, c=5. A*— B*=4=2*. Quindi è facile di 
vedere che la più pìccola potenza di quinto ordine che possa es- 
primere il prodotto (A*— B*) Q è 2^, epperciò n=2 e Q=8. 

Si ha pure in numeri intieri prossimi 
S 5 ^ 

^(A'4-B)|/Q = |/(Sf/S-i-U)|''8=: , secondo che si prende 

il valore intero prossimo in meno, o prossimo in più. Quindi 
r=2 nel primo caso, e r=5 nel secondo. 

Interzo luogo AJ/Q = SJ/S'y'8=SyU0=i0J/l0. Pertanto 


» 1 

r -4- — 1 


5 

1 2f^40 

2V^V0 

2s ì 

2 


j 

1 3 

14 


[ 2V'10 6^40’ 


se prendesi per r il valore in 
tiero 2. 

se prendesi per r il valore 5. 


Quindi 1=1, secondo che per - - e - , si prende 

^ M 2^10 eFio 

l’intiero prossimo in meno od in più. 

Evidentemente il valore t=0 non eonviene al nostro esempio. 
Quanto al valore t=i, esso porge 

\/iyì7ii = 

rs 

4 

risultato il quale differisce dal vero , il quale è 1, come è 

8 

VT6 

facile di accertarsi, «devando (piestu numero alla quinta potenza. 
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Avea dunque ragione Eulero di esprimersi in questi termini : 
Regula ergo Newtoni hoc vitio laboraf, quod in isto negolio ma- 
ximum est, ut saepenumero radìcem veram, etsi talis in forma 
binomia datur, non exhibeat. 

Ma l’illustre geometra dopo d’aver parlato della regola New- 
toniana, tamqvam regul<s satis complicatm, et analyseos principiis 
admodum advenantix, non solo non cercò di rettificarla, ma s’as- 
tenne pure dall’ indagare la causa delle imperfezioni con tanto 
senno rilevale. Il lettore comprenderà facilmente che l’autorità 
del nome di Newton esige che si compia quest’indagine. Nè pos- 
siamo dissimulare la nostra meraviglia di vedere che nè Castillon 
nell761, nè Beaudeux nella sua traduzione deU’Aritmetica univer- 
sale del 1802 fecero menzione delle obbiezioni Euleriane stampate 
negli atti di Pietroburgo fin dal 1731. Quindi lodevole fu l’in- 
tendimento del sig. Plana il quale in due distinte memorie (’) 
tentò di sciogliere le dette difficoltà. Disgraziatamente lo strano cr- 
roreincuì egli cadde interpretando la seguente frase che si legge 

n 

J'H — 

f 

nell’ enuncialo della regola newtoniana, sitquc — — in numeris 

inlegris t (il sig. Plana nega che in virtù di questa frase l’autore 
abbia voluto designare con t un numero necessariamente in- 
tero) lo sviò talmente dalla verità, che i suoi due lavori, se non 
complicarono la quistionc, la lasciarono almeno nel suo pristino 
stalo. Il lettore riconoscerà, speriamo, che se nel discutere le opi- 
nioni del sig. Plana, abbiamo sostenuto francamente le parli della 
verità, non ci siamo però allontanati da quei riguardi che dob- 
biamo a chi da lunga pezza occupa un rango distinto fra i geo- 
metri d’Italia. (*) 


(*) Le citale Memorie del sig. Plana portano questo titolo. La prima 
(stampata l’anno 1836 nel giornale di Creile di Berlino, tomo xvii) s’inti- 
tola : Note oh i’ on expli(pte une remarquable ohjection falle par Kulcr en 
1751 cantre une règie donnée par Newton dans .con Anlhmètique universrlle 
pour extraire la racine d’un binarne réel de la forme ^ a J/ b, quel que 
soit le dégrè impair de la racine demandèe, si toutefois elle est pu.csibte. 

La seconda (pubblicata nel principio delPanno corrente 1851 ed inserta 
ne’ Volumi dell’Accademia di Torino) porta il tilolo di: Mèmoire sur urie 
uouvelle solution algébrique de Péquation à deux termes 4 :™ — 1=0, n’étant 
un nombre premier. 
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Le considerazioni (In qui esposte bastano, speriamo, ad offrire 
al lettore un’idea succinta della piccola memoria, che pubbli- 
chiamo, a cui se l’autorità dei nomi di Newton e di Eulero devono 
conciliare l’interesse di lutti i geometri, la semplicità delle regole 
che contiene, pare meritarle sopratutto l’atlenzione di quei pro- 
fessori, che si fanno un pregio della chiarezza è della semplicità 
nel loro insegnamento. Aggiungeremo che essa è divisa in 4 §§. 
ne’ quali la materia è trattata neirordiue seguente. Nel 4° $. espo- 
niamo due lemmi che fanno conoscere i caratteri essenziali dei 
due termini del binomio proprio ad esprimere la radice dell’or 
dine n del binomio dato A::^B quando tal radice è possibile. Fon- 
dandoci sopra questi lemmi ci è facile di trovare nel 9 e 5 §. diverse 
regole, che servono ad estrarre la radice in discorso per mezzo di 
operazioni puramente aritmetiche, ed indipendentemente dalla 
risoluzione dì qualunque equazione. Troveremo cosi, con metodo 
più esatto che non è quello stalo seguitato da Eulero primamente 
la regola stessa che egli ha sostituito a quella di Newton, e quindi 
alcune altre forse più semplici della Euleriana , fra le quali una 
particolarmente merita attenzione, clic oltre di enunciarsi in 
termini precisi, e di fondarsi sopra operazioni non ambigue, giova, 
per mezzo d’ un conveniente confronto a mettere in luce il di- 
fetto della regola di Newton, indicando in quali casi questa, stando 
all’enunciato del suo autore, non sarebbe erronea, e mostrando 
a un tempo qual [ùccola modificazione basti alla medesima per 
renderla generalmente vera. Il 4 che, a vero dire, potrebbe 
stralciarsi dalla presente memoria senza punto nuocere al suo 
fondo, ha uno scopo tutto critico, ed è diretto a discutere le diverse 
sentenze arrecate in mezzo dal sig. Plana intorno alla regola di 
Newton, nelle sue due memorie già state citate. 

S-.i 

Sìa dunque AitB il binomio di cui vuoisi estrarre la radice 
del grado n. A' e B^ essendo numeri intieri, è A^B. Si stabilisca 
n _i_ 

con Eulero l’equazione l/AdtB = 

^ VP 

ovvero facendo a-=2r, ej'=2j-, 
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in cui i segni superiori, ed inferiori si corrispondono. 

Dicesi possibile la radice cercata quando si può soddisfare alle 

equaziooni precedenti con valori razionali attribuiti a p ed ai 

1 1 

quadrati yt X{ c yt. 

Ciò posto, alcuni analisti ammettono gratuitamente che se la 
radice esiste, tanto p quanto i quadrati x*, x|, possono sup- 

porsi non solo razionali, ma intieri. Ora importa di prendere ad 
esame questa ipotesi; tanto più che essa non è intieramente 
vera, come faremo vedere più sotto. 

A questo effetto stabiliremo il seguente lemma. 

Lemma 1 . Quando la radice cercata è possibile diciamo che 
nel secondo membro dell’equazione (1) p può sempre supporsi 
intiero , e che per necessaria conseguenza x* e t/> non possono 
essere razionali senza essere intieri. 

Infatti dall’equazione (1) si ricava 

n n 

(2) x-<-y = 2|/fA-+-B) |/p, X— j/= 2|/(A— B)jl/p 

le quali moltiplicate fra loro, porgono 

n 

(3) X* — y* = 4 (A*— B*)p 
ed elevate al quadrato, e sommate 

(4) x*+y*=2j |/(a^b)»p [/(A-B)* p j' 

per ipotesi x> e essendo razionali, sarà lo stesso della loro 
somma e differenza. Perchè il problema sia dunque possibile bi- 
sognerà in primo luogo che si possa trovare per p un valore tale 
che il secondo membro dell’equazione (o) eia razionale. Bisognerà 
dunque prendere per p un valore tale che, (A* — B*)p sia la po- 
tenza perfetta del grado n d’un numero intiero, o frazionario. E 
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facile di vedere che infiniti sono i valori arbitrarii di p, che sod- 
disfano a questa condizione. Imperciocché se p per es. è l’uno 
di essi, in modo che si abbia 

(K) (A*— Bi)p=r» , r essendo razionale 

cambiando p in k)> p, ove k è un numero razionale preso ad ar- 
bitrio, si avrà pure A* — B*)k» p=(kr)», in cui kr sarà necessa- 
mente razionale. Determinato p per mezzo dell’equazione (S), il 
problema sarà veramente possibile a risolversi se il secondo mem- 
bro dell'equazione (4), acquisterà pure un valore razionale : in 
altri termini, se facendo 

n n 

(6) 2= |/(a+B)*p ■+■ ^(A— B)2p 
2 sarà razionale. 

D’altra parte in virtù delle (8) e (6), le (3) e (à) diventano 

(7) T* — y*=4r, 

che danno i seguenti valori di x e y 

(8) x=l/z-)-2r, y=Y z—Sir. 

Ora giova di attentamente rimarcare che qualunque sia il valore 
scelto di p, purché sia preso fra quelli che rendono razionale la 
n 

quantità Y (A* — B*)p, la radice cercata, cioè il secondo membro 
della ('!) acquisterà sempre il medesimo valore e sotto la mede- 
sima forma. Infatti sia per es. p l'uno dei valori che soddisfano 
alla (8), mantenendo sempre r razionale, un altro valore di p che 
soddisfi pure alla stessa equazione dovrà essere, come abbiamo 
già notato, della forma k»XPi k essendo un numero razionale 
qualunque. Ora quando si cambia p in k«Xp. r diventa, come ab- 
biamo già veduto, kr, e z in virtù della (6) diventa kz. Quindi 
X, e y, in virtù delle (8) diventano xj/k, e yYV.. Pertanto il se- 
condo membro dell’equazione (1) cioè 

x-t-y xykztyV^ x-i-y 

sì cambia in = 

2n_ 2n_ _ 2?i ’ 

^ Vp ^ Yp ^ Yp 

sopprimendo il yk fattor comune a’ due termini della frazione. 
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Quindi si vede che si può supporre p intiero senza nuocere alla 
generalità della quistione, perchè qualunque sia il valore preso 
per p, in modo da rendere razionale r, il numeratore ed il deno- - 
minatore del secondo membro della (l) acquistano sempre i me- 
desimi valori, astrazion fatta da un fattore irrazionale di secondo 
grado comune ad ambidue. 

Per maggior semplicità, noi supporremo d’ora in poi costan- 
temente che p rappresenti l’intero il più piccolo proprio a sod- 
disfare alla (5) : donde risulta che r non sarà solo razionale, ma 
anche intero. 

Ciò ritenuto, formando l’equazioue a coefficienti razionali , le 
coi radici offrono i valori di proprii a soddisfare alla (6) si 
trova 

♦ 

(9) 2p(Az-t-B2)=:z'* — nr2 z"— ^ * 

n(n— 4) (n — 5) , . 

i ecc. 

f . 2 . 5 

la quale è una equazione nota, detta di Moivre (*) dal nome del suo 
autore, ehe non ammette che una, o al più due radici reali 
uguali, e di segno contrario, secondo che n è dispari o pari. 

Ora l’equazione (9), per l’ipotesi fatta sul valore di p e di r, 
componendosi di coefficienti interi, secondo un teorema noto, non 
può avere radici razionali senza che siano a un tempo intiere. 
Concbiuderemo adunque, avuto riguardo alle (7), che quando la 
quistione proposta è possibile, e sono non solo razionali, 
ma anche intieri . Ciò che si volea dimostrare. 

È inutile di avvertire che il lemma precedente sussiste , qua- 
lunque sia l’intiero n dispari o pari. 

Esaminati i quadrati x* e y*, conviene ora di esaminare x e y. 

In virtù del lemma precedente x e y saranno evidentemente 
della forma 

( 11 ) x=x'V^. ij^y'Vti. 

x' y’, 5 M essendo intieri, ed intendendo per x' ed y' i divisori 
commensurabili i più grandi di x e j. 


(*) VeHi i Complfmentì d' Algebra di I,acroix. 
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Ma genmimenle i due termini dei binomi,, proposto moitipll. ' 
cali per V p, saranno della forma 


02) 


p=A’y<x ^Vp^wyB-, 


A^^essendo i divisori commensurabili i più grandi di A^p e 
«..ah””* i^‘ ~ sebbene x' e y' siano incogniti non si 

» etsend'o dS ' "'‘’ 

<*’) ?=., »=«. 

A questo effetto si ponga la (1) sotto la forma 

M 

quest’equazione e ri- 
tenendo che n è dispari, è facile, colla formola del binomio di 
riconoscere che si avrà : uoniio, ai 

(O) ^Vr:ì^Vp=^x•n■iy•y’•)•• =^(xr5a:V(/.) 

blu di X '■! e ‘ aommeosora. 

DII! ai e lyn, e sono 


n(n— i .. »— 2 


. -rn» 2 x't/' 


«—3 

2 


n — ^ 

Xs=x'« 

y=,'. a , , _ 

Avuto riguardo alle (i8) avremo dunque 

OS) A'|/a±Br-8=~ jxV^vy^^ 

donde si ricava 

06; A'=^, B' = X, 


n t 


n— 1 
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delle quali le ultime due porgendo »=/3, dimostrano il 

lemma di cui si tratta. 

È inutile di avvertire che questo lemma non sussiste che per n 
dispari. 

CoROLL. I. In virtù del medesimo le (11) combinate colle (8) 
somministrano le seguenti 


i 

Dalle quali, ritenendo che x' e y' sono interi, si conchiude 
che quando la radice cercata esiste, non solo z è razionale ed 

zH"2r z — 2r 

intiero, come abbiamo già riconosciuto, ma ancora — — e — — 

sono necessariamente due quadrati perfetti di numeri intieri. 
D’altronde è facile di vedere che queste tre condizioni sono cosi 
legate fra loro, che l’una di esse trae seco le altre due. 
Finalmente non sarà inutile di osservare che facendo 


(18) D = J/(A-hB)*p , V = ^(A— B)ip 

la (6) diventa (19) z=lI-4-V 

n 

e siccome si ha r»=j/(A* — B*)*p* = UV 

si trova 


( 20 ) 


|/z-f-2r _ |/u-i-V-(-2I/UV _ yV-t-J/V 
r a ~ y a ~ J/x 

n n 

_ V(A-hB)yp -h y(A—Bf/p 

- ya 


ed inoltre 


( 21 ) 


n n 

l/z— 2r _ yv—yv V(~A-1-B)yp—V(A—B)yp 
y 0 y0 ~ 1/0 


n 

Quindi la condizione necessaria e sufficiente perchè y A±Iì 
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esis|a sotto la forma supposta riduccsi a (jucsla unica, clic cioè 
una qualunque di queste tre quantità 

n >1 

n n 

y(A-*-B)yp-y(A-ii)^P , 

yli 

sia non solo razionale ma intiera, ritenendo di più che se l’una 
di esse è intiera, lo saranno pure le altre due, e che in virtù del- 
l’equazione (9) la prima non può essere intiera senza essere un 
fattore di 2p(A*-*-B*). 

Nel §. 3 vedremo il partito che si può trarre dell’ ultimo 
lemma, non che de’ suoi corollariì, per risolvere la quistionc che 
forma l’oggetto di questo scritto. 

§. 2 . 

Premesse le proprietà precedenti di a: e y, veniamo alle regole 
che devono darne i valori senza il soccorso di alcuna equazione. 

Una regola a tal fine emerge assai semplicemente dalla stessa 
equazione (6). 

Infatti quando la radice cercata esiste, dovendo : essere in- 
tiero, è chiaro che i valori di 

n n 

1^{A-i-Bfp e V {A — B)*p dovranno essere della forma 

n n 

(1) y (A-1-B)*P = tetto, y (A— B)*p = 

in cui i segni superiori ed inferiori si corrispondono, «cu sono 
intieri e «<[1. Si avrà perciò 

(2) z=u-t-u, 

il qual valore sostituito nelle (8) del §. 1 porge 

(3) x= V"«-t-o-t-2r , y=Vtt-t-v— 2r 
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pertanto 

V u-k-v ■+• 2r V — 2r 

' 2n ’ 

yp 

donde la seguente regola di Eulero. 

Regola di Eulero. — Si cerchi il minor numero intiero r la cui 
potenza r» si divida esattamente per A*— B*, e sia il quoziente p. 
Siano inoltre u e w i rispettivi valori intieri prossimi de’ due radicali 

n n 

(5) f^(A-fB)V. e V'(A-B)2p 

prendendo l’uno, per es- u in più, e l’altro v in meno (si avrà 
per la radice cercata, se però esiste, il secondo membro dell’e- 
quazione {k). 

La dimostrazione da noi data di questa regola lascia nulla a de- 
siderare dal lato del rigore; non cosi quella di Eulero. Infatti 
questi partendo non dalla (4) del g. I, ma dalla seguente 

(6) V'AitB 

Vp 

suppone gratuitamente che la somma + y\ (*) debba essere . 

un numero intiero. Ma è facile di vedere che questa ipotesi non 
solo è gratuita, ma non è generalmente vera, infatti si trova con 
Eulero 

I s v-*-n 

(7) arjH-y,= — ^ 

• «' 

V ed w avendo i valori poc’anzi indicati. 






A:±JJ = 


(*) Ecco le parole di Eulero a qucslo riguardo. Cognita differentia qua- 
dratorum radicis partium qua est rationalis, quaro summam qua~ 

dvatorum cai'umdtiH parlium, qua pariter esse debcl numerus rationalis integer. 

• V 


Digitized by Google 



— l'I - 

Ora non è provalo cbe la sotnma u-i-v debba sempre essere un 
numero pari : condizione indispensabile perché la somma de’qua- 

» I . 

drati x^ e sia un numero intiero. Anzi si possono facilmente 

citare esempli, ne’ quali tale condizione non è veriGcata, sebbene 
la radice cercala sia possibile. 

S 

Sia f/ys+i, si avrà A=yS, B=2, A*— B*=l ' 
(A*-B>=r3 = (l)J, p=l. r=l . 
(A+B)’p=9-i- 41/S=*7,8 . . . (A— B)ip=9-4f^5=0,2 . . . 

3 3 

Quindi F('A-+-B)’p =1/17,8...=2-»-o>. 


Donde u=2 valore intiero prossimo in meno 


J/(A— B)> =|/0,2= 1— co 
donde v=l valore intiero prossimo in più. 


Pertanto u-|-v=5, e 


V 


^3-1-2 = 


j/E-i-l risultato vero. 


Aggiungeremo che dal paragone della (6) del presente $. colla (1 ) 
del §. 1 si deduce 

= 2 -. r» = donde a^i h- y,=— ^ 

Ora noi abbiamo bensì dimostrato cbe x’ e sono ambidue 
interi ; ma non inai che x^-^y^ sia sempre un multiplo di 4 come 

> 1 

dovrebbe essere perchè •+■ yj fosse sempre intiero. 

Del resto la regola di Eulero non cessa di essere alquanto la- 
boriosa quando A e B si compongono di molte cifre, perchè do- 
vendosi valutare in numeri intieri prossimi i due radicali (3), 
siamo costretti dì calcolare le due parli separate dal doppio segno 

(A±I5)V = ( V’ -t- B2)pi:2ABp 
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almeno prossimamente a meno di un intiero, come si vede dal 
seguente esempio: 

S 

1/29^6-4-41 J/3 il quale dà A=29K3, B=4ll/3 
A — B*=3, rA*— B’)p=3». 

Quindi p=61, r=3. 

Inoltre (A’-1-B*)p = 817209, 2\Bp=162 X 29 X 41 K* 8 

E come (A — B)‘p è un numero inferiore aH'unità, però biso- 
gnerà calcolare 2ABp almeno prossimamente ad un intero; locebè 
esige che si determini ^18 con molte ciffre decimali. 

Si troverà cosi 2ABp=817208, .... 

3 3 

Quindi 1/(A + B)*p 1634417 =17,48... 

Donde u;-17 valore intiero prossimo in meno. 

3 3 

1/(A-B)’p := 1/0 = 1, 

Donde v= 1, valore, intiero prossimo in più 

Dunque v-hu =18 

1^291/64-411/3 =: risultato vero 

^ 21/9 J/9 

Quest’esempio dimostra quanto importi di cercare nuove regole 
che evitino il calcolo in numeri intieri prossimi dei due radi- 
ti 

cali (3), od almeno di uno di essi, cioè di y (A — B)‘p. 

Nel $. seguente daremo diverse regole che soddisfano al primo 
scopo. Intanto termineremo il presente §. esponendone una che 
soddisfa al secondo. 

In virtù delle equa 2 Ìuni (8) del 1 tutta la diflìcollà si riduce 
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a determinare z. Ora facendo attenzione che in virtù delle (18) 
del §. 1 si ha 

fS) UV = r’ 

il valore di z dato dalla (19) del §. 1 diventa 

(9) ^ = 


Bisogna adunque determinare il secondo membro di quest’ut 
lima equazione. A questo effetto sia u il valore intiero prossimo 
in più di 0 cosi che si abbia 


(10) u Z= U—03 

è facile di convincersi che si avrà: 


co essendo 1 


( 11 ) 

ossia 

( 12 ) 


r2 r’ 

U-t-77 = U — 03-H— — 

U M — ® 


= “+ V-" 1 




Ma si ha (15) 
Donde (!*») 


ou- 


ft 


Um 


l_|j^>0e<l, 


Il secondo membro di (12) è dunque sempre positivo e minore 
di 1. Pertanto ritenendo che la seconda delle due quantità com- 
prese tra parentesi la cui differenza forma il primo membro della 
medesima equazione è un numero intiero, ben si vede che non 
può che essere la parte intiera della prima. Laonde se dicasi 1 questa 

• . j- 

parte intiera, ossia il valore intiero prossimo in meno di w 


Si avrà 
( 15 ) 


U 




Quindi in virtù delle equazioni (8) del §. 1 
(t6) x=zV 1 - 1 - 2r, il = Vl-'ìi 
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(17) 

Donde la regola seguente. 

Regola (A). — Si cerchi il minor numero r la cui potenza r» si 
divida esattamente per A* — B’, e sia p il quoziente. 2* Si deter- 

n 

mini il valore intiero prossimo in più di V (A+B)’p , e sia u 
questo valore. 3° Sia I il valore intiero prossimo in meno di 

» -|- — . Si avrà per la radice cercata, se però e possibile, il 

secondo membro dell’equazione (17). 

Questa regola come quella di Eulero serve qualunque sia n 
pari 0 dispari. 


— 17 — 


n 




ArtB; 


V l-h2r ± V 1— 2r 
2n 
2|/p 


S. 5. 

♦ 

La regola di Eulero, e quella trovata in Gne del §. precedente 
riposano sul lemma 1. Quelle che cercheremo nel presente §. 
si fondano sul lemma 2, ossia sorgono naturalmente dalle equa- 
zioni (17) del §. 1. Epperò esse suppongono l’indice n dispari. 

In virtù delle or dette equazioni, avuto riguardo alla(l) del §. 1, 
tutto riducesi a trovare x e y. Dirò di più : tutto si riduce a tro- 
vare runa di queste incognite, perchè determinata l’una, si avrà 
l’altra per mezzo della prima delle equazioni (7) del §. 1. Quindi 
si otterranno diverse regole, secondo che si cercherà a priori 
X 0 y. Noi ci occuperemo successivamente di questa duplice ri- 
cerca cominciando dall’incognita x. 

Ma avanti tutto osserveremo che facendo per semplicità 

n . n 

(1) U = |/(A-l-B)J/p, p’=y\ = F(A-B)J/p 

d’onde !>/>'=>': e facendo pure 

( 2 ) ’ 

i 
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si avrà in virtù delle (19) e (20) del 1 


r 



1 membri delle equazioni (3) dovendo essere interi, è evidente 

Q Ù* 

che se u' e v' sono i valori interi prossimi di — e —, dell’uno 

s s • 

in più, deU’altro in meno, e se u, e v, sono i valori interi pros- 
• « P 

simi ambidue in più od in meno di -, e si dovrà necessaria- 
mente avere 


r4) 

~=u':iza>, 

~=v'^<a 

s 

s 

(S) 

' P -fc. 

-,=U,ZÌZS, . 

p' 


/ 

09 ed 6 essendo ed i medesimi in queste equazioni, ed i segni 
superiore ed inferiore corrispondendosi fra loro. 

Quindi le equazioni (3) diventano 



E finalmente le (17) del §. 1 daranno 

(7) x=(u'-*-v')ya. y={u,—v,)ylì. 

Pertanto in virtù della (1) del 1 


n 

(8) I |/a±:B = 

2Kp 

donde nasce una regola facile ad enunciarsi, ma che non accen- 
niamo che di volo, siccome quella che riposando sulla determi- 

P P^ P P^ 

nazione in numeri intieri delle quattro quantità —, —, —, — „èben 

8 $ S 5 

lungi dal soddisfare a tutta quanta la semplicità che si può de- 
siderare nella presente quistione. 
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Ha giova osservare che si può evitare il calcolo delle due quantità 

P 

^ e -, per mezzo della prima delle (7) del §• l. infatti trovato 
s s 

X per mezzo della (17) dello stesso la prima delle (7) testé 
menzionate porge. 


— àr=(»'-|-v')V — 4r, eppcrò y=J^(u'+o')*s’ — òr. 

u' -^-v' 

Per conseguenza, facendo t = — ~ — 


Si avrà (9) 


|/aìb = 


2» 

yp 


locchè dà luogo alla regola seguente. 

Regola (B) Si cerchi il minor numero r, la cui potenza r* si di- 
vida esattamente per A* — B\ e sia p il quoziente. 3" Si divida 
A^p pel suo massimo divisor razionale, e sia s il quoziente. 
3** Siano u' e t>' i due valori intieri prossimi, l’uno in pià, e 
l’altro in meno dei due radicali 


( 10 ) 


si avrà, facendo 


ro 


(A-HB);/p 
s 


9* 


{A -B)t/p 
s 




( 9 ) 


r» 

[/ 


A:±B = 


— r 

2n * 

VP 


Ma importa di trovare una regola che non esiga che il calcolo 
d’un solo de’ due radicali (10), cioè del primo. A questo effetto 
torniamo alla prima delle equazioni (3) 




z-f-2r 
a 




Digitized by Google 



- 20 - 


e cerchiamo il modo il più semplice di valutare il secondo mem- 
bro della medesima. A questo fine sia R il valore intiero pros- 
simo in più di />, cosi che si abbia 


(H) 


/}=R — co 


0 ) essendo positivo e <1. 
È facile di convincersi che si avrà 


(42) ()+• — — R— co -H 
P 




Ma sì ha 






dunque 

D’altronde la (12) può scriversi sotto questa forma 


(tS) 


(^) _ Ojì) = “ (,-i> 

s s s \ Rp/ 


Inoltre s essendo per sua natura uguale o>4. 
il prodotto 

come composto di due fattori positivi, e minori dell’unità, sarà 
sempre positivo e <1. 

Per conseguenza la seconda delle due quantità, la cui diffe- 
renza forma il primo membro della (43), dovendo, come già fu 
avvertito, essere intiera, essa non può che essere la parte intiera 

della prima, cioè di — 

Ciò posto, chiamisi r questa parte, cioè il valore intiero pros- 
simo in meno dell’ ultima quantità, si avrà 


(IH) 


r 

s 
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c facendo per semplicità t = ^ si otterrà in virtù della prima (3) 


( 18 ) 


1 I /zTlr _ 

2 r a ~ 


r 

2s 




donde, in virtù della prima delle (17) del §. 1 
X s\/z-t-^r 

(16) 2~2r — aT~ ~ ^ ^*^***- 

D’altronde la prima delle (7) del §. 1 offre 

y^zzx^ — kr =: — 4r 

donde 

(17) |=|/tV-r, 

e finalmente la (1) dello stesso 1 darà 


(18) 


T* 

|/aì=B = 


ts^V tV— r 
2n 
VP 


Si avrà cosi la seguente regola per estrarre la radice n«<'»o dal 
binomio A±R, n essendo dispari e A^B. 

Regola (C). Si cerchi il minor numero r, la cui potenza r" sì di- 
vida esattamente per A’ — B^; e sia p il quoziente. 2° Si divida 
AVp pef suo massimo divisor razionale , e sia s il quoziente. 

H 

S* Si determini il valore intiero prossimo in più di V p 
e sia R tale valore. k° Sìa r il valore intiero prossimo in meno di 

-5 


e facciasi 


r 

*— 1’ 
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SI arra 


( 18 ) 




Sa 

J/p 


se però la radice cercala è possibile. 

Suo parayme con quella di Newton. Paragonando questa 
regola con quella di Newton riportata nel preambolo della pre- 
sente memoria, e ritenendo che le lettere, c, n, Q, r, s, (di 
Newton , sono surrogate nella presente regola rispettivamente 
dalle lettere n, r, p, R, s, (, si vede che esse sono in tutto 
conformi , salvo nell’ operazione diretta a determinare il va- 
lore di t. Infatti la regola di Newton preserive di prendere per I 

R+^ 

il valore in numeri intieri di — ^ — , mentre in vece t non deve 

ZI 

esser sempre intiero, ma si bene la metà di t, t essendo la parte 

intiera di ; il che è ben differente, perchè quando r è 

s 

dispari, ( diventa un numero frazionario avente per denomina- 
tore 2, e cessa cosi di essere intiero. Per maggiore schiarimento 

8 

si riprenda l’esempio di Eulero V SyS-*-li.Si trova per mezzo 
della regola precedente 

r=r-.2, R=3, «=|/10, 


quindi 




0-I-- 

o 


44 


V'iO 5f/i0 


donde r=l ; e per conseguenza ^ , il qual valore è vero come 
è facile di accertarsi. 

Al contrario, secondo la regola Newtoniana si dovrebbe pren- 


Digitized by-Google 



— 25 - 


dere per ( il valore in nuuieri intieri eli 


R+ 


li 


U 


2s 


6yio' 


il quale sarebbe 0 o l’unità, valori ambidiie falsi. 

Newton addusse tre esempi in conferma della sua regola. Ma 
(cosa rimarcabile!), nessuno di essi era proprio a rilevare l’ac- 
cennato vizio, perchè in tutti e tre si ha per r un valore pari, e 

«r 

quindi un valore intiero per fili esempi di Newton sono: 


1** y )/968h- 25 dal quale si deduce con Newton e dietro la 
regola (C) 


r=7, p=f, R=tt,*=J/2. 

Si trova cosi 

s ~ yì ~ uyi 

Quindi r=4, epperò t=2 valore intiero. 

3 ' ■ - 

2® |/68 — p'4374 donde si ricava con Newton, e secondo 

la regola (C) 


r=10, p=''i, R=7, sr=l. 

Si trova perciò 

R ~ IO 89 
K _ 


Quindi r=8, epperò t=ò valore pure intiero. 

S 

3° y donde, secondo Newton, e secondo la 
regola (C) 

si trae r=5, p=8l, R=5, s=y%. 
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, Pertanto 

R-t-4 8 4 *8 

K D 

~~s “ y'€~~ sye ~~yibO' 

Donde r=2, e quindi (=4, valore pure intiero. 

Del resto le regole (B) e (C) trovate precedentemente riposano 
sulle prime delle equazioni (17) e (7) del §. 1 . Ora combinando 
la seconda delle (17) colla stessa prima delle (7) otterremo una 
nuova regola. 

Infatti si ha dalla seconda equazione (3) di questo §. 

<"> 

e chiamando u' e u' i valori intieri prossimi, ambidue in più od 
P P* 

ambidue in meno di-^ e^, si avrà, ritenendo cheilprimo mem- 

8 8 

bro di (19) debb’essere intiero. 

( 20 ) y^:=u'-v'. 

Quindi la seconda delle (17) del §. 1 darà 

y={u'—v') y | 8 =( 14 '— »') 8 ' 

ossia 

u' — 0 ^ 

(21) y=it's' facendo t' = — ^ — . 

Combinando la (21) colla prima delle (7) del §. 1 avremo 

(22) x’=y’-t-4r = àt'’8'*-*-àr, 

e quindi (23) |/ 

pertanto l’equazione (1) del §; 1 diventerà 

Vr 

0 
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Potremo dunque enunciare la regola seguente: 

Regola (D), — Si cerchi il minor numero r la cui potenza r» 
si divida esattamente per A* — B*, e sia p il quoziente. 

2° Si divida nyp pel suo massimo divisor razionale, e sia $' 
il quoziente. 

3** Si cerchino i valori intieri u' v' prossimi ambidue in più, 
od ambidue in meno dei radicali 



n 

n 


r{A-^B)yp 

V(A-B)|/p 


s' ® 

s' 

e facciasi 


— v' 
2 ■ 

si avrà 




n 


(24) 





2n 



J/p 


Farci che le regole fin qui esposte bastino a risolvere con tutta 
la semplicità possìbile la quistione che ci siamo proposto nel pre- 
sente scritto. Crediamo pure d'aver appianate le due difficoltà 
che l’uso della regola di Newton poteva offrire, e che furono la 
prima volta segnalate daH’illustre Eulero. Ma giova avvertire che 
tutte le regole esposte ne’ $. precedenti servono soltanto a tro- 
vare la radice proposta, quando essa veramente esiste. Ora per 
accertarsi di questa esistenza il mezzo più efficace, e decisivo è 
certo quello di elevare alla potenza n il risultato trovato, e rico- 
noscere se tale potenza coincida col binomio dato A:±:B. Come 
quest’ultima operazione può talvolta riuscire laboriosa, non sarà 
perciò inutile di segnalare alcune regole che si direbbero di 
prova, per mezzo delle quali alla semplice ispezione del risultato 
trovato colle regole precedenti, si può subito conehiudere che 
la radice cercata non esiste. 

Supponiamo per es. che si sia trovala la radice cercata fa- 
cendo uso della regola (A). Ecco come si potrà, in certi casi, 
subito riconoscere che la radice non esiste. 

In virtù delle (i7) del $. 1 e (46) del $. 2 le due quantità 
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l/l-2r 

^y-T- 


dovranno essere intiere. Se dunque noi saranno effeUivamente si 
conchiuderà che la radice cercala non esiste. E inutile di avver- 
tire che la proposizione inversa non ha sempre luogo. 

Che se nella ricerca della radice avremo avuto ricorso alla 
regola (B) o (C), allora si osserverà che in virtù della seconda 
equazione (17) del $. 1, e della (17) del §. presente il prodotto 

2X 

la radiee eercata non esiste. È pure qui inutile di avvertire che 
la proposizione inversa non ha sempre luogo. 

Offriremo due esempi in conferma di questi metodi di prova. 

g 

1. Sia VyTTJTT «determinarsi colla regola (C) 


V- 


— r 


dovrà essere intiero. Se dunque esso non è tale, 


Si avrà \ = VT , B=f^2, A*_B’ = 5. 

Quindi (A* — I5*)p = ."{(S)' =5*. 

epperò p~5^=(i23. r=5. 

S .“S 5 

Inoltre V'(A+B)|/p — 1/23^7-^231/2 = f/lOl, . . . 

donde R=5, valore intiero prossimo in più. 

Si avrà pure Aj/p = 231^7, donde s= 1^7' 

r 5 

Avremo dunque R -l- — o — 14 

“ ~p7~ 

donde r = 1, e t = 

' 2 


Masi ha d'altronde Byp — ÌSJ/S e quindi 5=2. 
Pertanto i valori testé trovali per r, t, s, 0 danno 

J-S 

tV-r _4 15 

5 “ 2 “ 8 
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quantità negativa, la quale basta a mostrare che la radice cercata 
non esiste. 

g 

2 Sia y y determinarsi colla regola (C) 

si avrà A=^n, A* - B* = 8 = 2J. 

Quindi p = l, r = 2. 


Inoltre K(A-cB)J/p = = J/^.9 • • • 

epperò, secondo la regola (C) R = 2. Si ha pure \yp = 


donde 


s= FU. 


s 


Ù 

~yTi 


loccbè porge tz= 0, e t = 0. 

Ma si ha By’p=yd; epperciò |8=3. 

Pertanto “ |^/ ^ risultato immaginario che di- 

mostra Timpossibilità della radice cercata. 

- Che se nel determinare questa sì era impiegata la regola (D), 

sarà facile di vedere che allora ÌI prodotto 2x|/iÌÌ-^t!! dovrà 

essere inticro.Se dunque non è tale, la radice cercata non esiste. 
Anche qui evidentemente la proposizione inversa non ha sempre 
luogo. 


S. à. 

In questo à" ed ultimo §. prenderemo ad esame le due memo- 
rie del 1836 e 1831 del Sig. Plana, già state citate nel pream- 
bolo, per quanto riguardano il soggetto del presente scritto. 
Giustizia vuole che premettiamo la seguente notizia, che non 
tornerà inutile al lettore desideroso di formarsi un adeguato 
concetto della presente controversia. 
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Con lettera in data delli 16 settembre 1850 noi comunicavamo 
la sostanza di questa pìccola memoria al Sig. Plana, annunziando- 
gli che prima di pubblicarla ci facevamo un grato dovere di avver- 
tirlo, onde fosse in grado di fare su que’ punti che lo riguardano 
quelle osservazioni, che avrebbe creduto opportune. Otto giorni 
dopo recatici da lui, ottenemmo verbalmente questa risposta: ri- 
conoscere egli parte degli errori che avevamo segnalati nella sua 
Memoria del 1836: ma essersene accorto da lunghissima pezza, e 
divisare di rettificarli egli stesso in una prossima Memoria che 
avrebbe stampato sulle equazioni binomìe (quella che vide poi la 
luce nel principio del 1851). Quanto agli altri errori, a malgrado 
la nostra insistenza onde avere da lui schiarimenti precisi, si es- 
presse in termini per noi cosi oscuri, che partimmo senza averlo 
punto compreso, e stimammo di dover aspettare la pubblicazione 
della sua ‘annunziata Memoria. Ma la lettura di quest’ultima ci 
ha convinto che se egli modificò le sue prime idee intorno alla 
regola di Newton , è però ancora molto lontano dalla verità ; 
del che rendono, speriamo, larga testimonianza le seguenti os- 
servazioni ridotte a questi due punti distìnti : 1 ” interpreta- 
zione de’ termini, con cui la regola di Newton venne dal suo 
autore enunciata; 2 ° condizioni necessarie e sufficienti, perchè 
questa sia vera. 

Per ciò che concerne il primo punto è impossibile di menar 
buona la sentenza del Sig. Plana , affermante che Newton , in 
virtù della frase già stata avvertita nel preambolo di questo 
n 

r-H- 

f 

scritto : sitque - 5 — in numeris inlegris t , non volle designare 

jiS 

con ( un numero assolutamente intiero. Ecco le parole del Sig: 
Plana; « On pourrait avec quelque raison observcr que Newton 

u 

r- 1 — 


« prescrit de prendre pour ( la valeur de — ^ — in numeris in- 

• tegris proxhnis , de sorte que dans l’exemple en qucstion (è 
(( l’esempio di Eulero riportato da noi a pag. U del pream- 


n 

r-1 — 
r 


^ il faudrait prendre 5 pour cette va- 


golo) ou - 2 J /10 
Icur in numeris integris proximis, et non l’unite, comme Euler 
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• le prescrit sans ambigaìté cn disant: definiatur numerus in- 

r+- 

I* 

• teger, qui proxime accedat ad valorem hujvs expressionis — ;r — 

n 

rH — 

, r 

• qui sit =t: tandisque Newton dit: sitque in numeris in- 

< tegris proximis t. Cette substitution du sìngulier au pluriel 

• entraine la conséquence qu’il faut prendre l’unité au lieu de 

« la fractìon rationelle ~ . Mais on pourrait douter quc tellc 

« ,était efTectivement l’intention de Newton en écrivant ce pré- 
« cepte ». 

Il lettore si meraviglierà senza dubbio vedendo il Sig. Plana, 
geometra senza dubbio rispettabile, contraddire ad una inter- 
pretazione data dairilliistre Eulero ad una frase cosi facile e 
cosi chiara. 

Nella visita fatta al Sig. Plana il H settembre ISSiO non man- 
cammo di dirgli che trovavamo senza fondamento la sua oppo- 
sizione ad Eulero intorno al senso d’una frase , tanto naturale 
ed ovvio che non avea nè anco bisogno dell’imponente autorità 
di Eulero per essere universalmente accolto. Il Sig. Plana se 
era impacciato nel definire una frase espressa in una lingua con 
cui non ha forse molta dimestichezza , avea un mezzo efficace 
per dissipare il suo dubbio, ed era di ricorrere a’ commen- 
tatori, e traduttori delPAritmetica Universale, i quali sono una- 
nimi nell'attribuire alla frase in discorso il senso di Eulero, senso, 
ripetiamo, ovvio, naturalissimo e l’unico che le possa convenire. 
Arroge che Newton addusse tre esempi in prova della sua regola, 
ed in tutti e tre prese per t un valore intiero. Non è egli proba- 
bile, per non dir certo , che se Newton per impossibile avesse 
creduto, contro il senso naturale della frase, di designare con ( 
un numero ora intiero or frazionario, da quel diligente Geometra 
che era, avrebbe scelto esempi, in cui ( sarebbe riuscito ora in- 
tiero ora frazionario? 

Malgrado questi evidentissimi argomenti, il Sig. Plana non solo 
non ha rinunciato al suo antico errore enunciato sotto forma di 
dubbio, ma Io ha anzi confermato in termini espliciti nella sua 
ultima memoria del 1851, nella quale a pag. 53 si espresse cosi: 
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n 

'•+r 


« La valeur de ~ — in numeris integris proximis est g ». La- 

scio ogni Geometra giudice di questa insistenza. Solamente mi 
permetterò di osservare al Sig. Plana che se per impossibile 

n 

r 

Newton, esprimendosi in questi termini silque in numeris 

integris t, non volle designare con ( un numero necessaria- 
mente intiero, lo stesso dovrebbe dirsi dell’altra frase computa 
c 

V (A-t-B)J/p in numeris integris proximis: sit illud r. Questo nu- 
mero r non dovrebbe intendersi sempre necessariamente intero. 

Ora a pag. S5 della sua memoria testé citala il Sig. Plana af- 
ferma che per t si deve intendere < la valeur rationelle plus ap- 

ove r e 8 hanno la 


prochante de ^ = 


R 


2s 


stessa significazione, che loro fu attribuita nel presente scritto, 
n ' 

R = V(A-^^B)yp, ed /■ è lo stesso numero da noi stato desi- 
gnato per a. Dunque , per necessaria conseguenza , anche pei 
numero r menzionato nella regola di Newton, si dovrebbe inten- 
ti 


dere « la valeur rationelle plus approchante de V {\+B)y p. 

Ma , di grazia , ci dica il Sig. Plana qual sia il valor razio- 
nale il più prossimo d’una quantità essenzialmente irrazionale. 
Quanto a noi abbiamo imparato dai primi clementi di Algebra 
che dato un valor razionale prossimo d’una quantità irrazionale, 
per cs. di , se ne può sempre trovare un altro pur razio- 
nale più prossimo del primo: il che è quanto dire essere im- 
possibile di trovare in numeri razionali il valore il più prossimo 
d’una quantità incommensurabile: nel che crediamo che tutti i 
geometri sono del nostro avviso. 

Questo basta pel primo punto ; veniamo al secondo. 

Il Sig. Plana chiude la sua memoria del 1836 con queste pa- 
role: • De là nous concluons que la règie de Newton est fau- 
• tive en ce scns, qu’clle exige trois couditions là où une seule 
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« siiffit: savoir l” que le nombre z soit entier; 2 ° que le nom- 
{f è r» di quest» scritto) soli un carré ; 3® que ce 


« bro 


2 r 


• carré soit ceiui d’un nombre entier pair. La réunion de ces 
« troia conditions existe dans les troia exemplea choiaia par New- 
« ton. Maia il est démontré , par l’analyae , que je viena d’ex- 
« poaer, que la seconde et la troisieme ne sauraient étre ad- 
« mises, en général , et il y a effertivement une foule de cas 
« où Textraclion de la racine est possible, sana qu’elles soient 
« rempliea ». 

Intorno questa conclusione, nello scritto comunicatogli Tanno 
scorso gli facemmo le seguenti avvertenze , che conservano an- 
cora tutta la loro attualità. 

Abbiamo dimostrato nel §. 1 che quando la radice è possibile 


non solo z è intiero, ma ancora 


2 r 


2 r 


sono ambidue 


cz ^ li 

quadrati perfetti; ed è precisamente da. quest’ ultima proprietà 
che siamo partiti per stabilire le regole esposte nel §. .prece- 

z -t- ir 


dente. V’ha di più. La condizione di z intiero, e di 
z — 2r 

e — » — , quadrati perfetti , sono cosi legate fra di loro , che 

Tuna di esse non può aver luogo , senza che tutte e tre siano 
verificate insieme (Vedi la fine del §. 1). 

Esaminando poi la dimostrazione , colla quale il Sig. Plana 

lenta di provare che può esistere la radice , senza che — - 

sia un quadralo perfetto, si scorge che essa riposa intieramente 

7 

sul seguente esempio di Eulero Viò9yo -t- 94 7, rispetto al 

. .. , z - 4 - 2r 7 

quale egli pretende di trovare = 5 , sebbene , in 


realtà, la radice esista, ed abbia per valore 


3 ’ 

yi j/z 

7 

yòu 


Ma giova di avvertire che il Sig. Plana nel paragonare que- 

n ___ 

st’ esempio alla formola Y A R commise Terrore di fare 
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A = 139^/3= f/579tì5, B = 91 J/7 = |/ 57967, 

mentre all'opposto doveasi stabilire 

A = 9iyi, B=!l39f/5, 

come effettivamente fece Eulero, e con ragione , perchè la re- 
gola suppone A^B. Prendendo per A e B questi ultimi valori 
si troverà, cercando z per mezzo della equazione (9) del g. 1, 
non già 

z=10, r = 2, /==«=6, e quindi — = — z= Z 

<* 6 3 

come trovò il Sig. Plana, 

ma si bene z=10, r = f, f—a — in 
epperò — - — — — = 1 quadrato perfetto. 

Del resto con ragione si può dire , che la regola di Newton 
per esser vera, suppone una condizione , la quale però non è 
necessaria per la possibilità della radice. Questa condizione è 

la terza delle tre indicate dal Sig. Plana, che cioè - sia 

a 

il quadrato d’ un numero pari. Infatti come la regola Newto- 
niana suppone t intiero, l’equazione (15) del g. precedente mo- 
stra che tale supposto non si veriBca, che quando f 

a. 

il quadrato d’un numero pari. Ben inteso, che onde quest’ ul- 
tima difficoltà , mossa dal Sig. Plana , sussista , bisogna che la 

n 

r 

frase controversa sit in nutneris integris proximis — — ■ — ( 

sia intesa nel suo senso naturale , cioè come quella che desi- 
gna per t un numero necessariamente intero; perchè se si 
dovesse adottare l’erronea interpretazione messa in campo dal 
Sig. Plana , che debba intendersi per ( un numero solamente 

razionale, non sarebbe più indispensabile che fosse il 

quadrato d’ un numero pari. È quindi sorprendente che nello 


♦ 
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stabilire quest’uitiiiia condizione il Sig. Mana non siasi accorto 
come essa contraddica apertamente a qucU’interpretazione ch’ei 
volle assegnare alla frase poco anzi citala. 

Queste sono le considerazioni che noi sottoponevamo al Sig. 
Plana il 16 settembre 1850. Ora dobbiamo dire (ìqo a qual punto 
il Sig. Plana, nell’ultima sua Memoria, abbia modifìcato il suo 
giudizio intorno alle tre condizioni, che nella prima addusse come 
necessarie, perchè la regola di Newton non cadesse in errore. Egli 
le ba tutte e tre revocate, come appare da queste parole pag. 55: 
ce qui fait tomber l'ohjecUon que favak éleffée cantre celie règie, 
parole ch’egli pronunciò in seguito alla ricoguizione dell’errore 
commesso nella prima Memoria sull’ applicazione della regola 

7 

all’ esempio più sopra arrecato f^lU9J/Z 9ìyi. Ora nem- 
meno quest’ultima conclusione del Sig. Piana a noi par giusta. 
Imperocché se la triplice obbiezione da lui mossa da principio 
non reggeva intieramente, era però valida in parte; vogliamo 
dire che si può con ragione appuntare la regola in discorso di 

supporre - — - - il quadrato d’uu numero pari , mentre questa 

condizione non è necessaria per l’esistenza della radice , come 
nel §. 3 abbiamo veduto per molti esempi. 

Ma dovremo forse conchiudere che il Sig. Plana trovi pre- 
sentemente ottima la regola di Newton? Ciò non pare. Impe- 
rocché egli osserva primamente che le due quantità 
« n 

»^(A-t-B)|/p f^(A-B)Kp 

AVp 

n n 

— yj\-B)yp 

BVp 

acquistano sempre valori razionali , quando la radice proposta 
è possibile; e ciò è vero; poi pretende che questa proprietà sia 
sfata ignorata da Newton ; e ciò parci falso. Vorrebbe quindi 
determinare la radice cercala colla seguente forinola : 

/AI i 

(S) |/A * B = 

iti cui 7 e q' sono i maggiori divisori eominensurabili di A| p 
a 
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e Byp, t ha il luedesinio valore che nel §. precedente, m» 

dovrebbe determinarsi, moltiplicando per | la prima delle 

due quantità (1), di cui la seconda moltiplicata per q' darebbe 
a' 

jg;. Ma è essenziale di notare che queste operazioni prescritte 


dal Sig. Plana sono niente meno che praticamente impossibili, 
perchè esigono la preventiva determinazione esatta delle due 
quantità (t); locebè è appunto il nodo della quistione. 

Contrariamente alla sentenza del Sig. Plana, un attento esame 
della regola di Newton c’indueea credere che il Geometra Inglese 
avea non solo riconosciuta la razionalità delle due quantità (I); 
ma avea ancora rilevato che era impossibile di determinare que- 
ste quantità diretlamente, e ciò precisamente perchè essendo so- 
lamente astrette ad essere razionali , possono diventare ora in- 
tiere ora frazionarie. Vide Newton che bisognava far dipendere 
la radice cercata da operazioni che consistessero nel determi- 
nare quantità essenzialmente intiere. A lui parve che tale fosse la> 

r 


quantità designata in questo scritto per l = 


2s 


e diede 


quindi un precetto per trovare t per mezzo di operazioni arit- 
metiche semplicissime , quali sono le estrazioni delle radici a 
meno di una unità. Nel che errò Newton , perchè la quantità 
r 


s 


P 


è si bene intiera, ma non sempre è tale la sua metà, 
r 


p -4- « 

^cioè — ^(§.5). 

In conclusione pare che il distinto Astronomo Torinese non 
abbia ancora (per quanto risulta dairultima sua Memoria) com- 
preso il principio su cui riposa la soluzione della presente qui- 
stione. Ella si fonda sopra il corollario del secondo lemma da 
noi esposto nel §. 1, cioè sulla proprietà inerente alle due quan- 
z -I- 2r z — 2r 

tità , — g — di essere quadrati interi. Il Sig. Plana nella 

sua ultima Memoria ha ben riconosciuto che queste quantità 
erano quadrati perfetti , ma non pare che siasi ancora accorto 
che doveano essere quadrati di numeri intieri. 
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ANNOTAZIONI. 


NOTA I. 

Oli autori sono condoni all'estrazione delia radice n'*'*"" d’nn 
l)inoinio reale ed irrazionale di 2 grado dal problema della riso- 
luzione delle equazioni trinoniie. Si è perciò che in tutti i trattati 
-d’Algebra, il binomio da cui vuoisi estrarre la radice dell’ordine 
n è supposto composto de’ due termini a^yu, il primo dei quali 
è razionale, l’altro essendo irrazionale di secondo grado. Così, 
per es., il caso di manca in ogni trattato sebbene a 

vero dire, sia facile di ridurlo al caso notissimo di Va^zylT, 
scrivendo il primo radicale sotto la forma seguente: 

(1) rvWi' = 

ya 

supponendo a'^b. Quindi osservando che in virtù di questa ipo- 
tesi, y ab, si vede come l’estrazione della radice quadrata 
d’un binomio i cui termini sono due radicali di 2 grado, è sem- 
pre ridotta in ultima analisi, a quella della radice quadrata di 
un altro binomio , di cui il primo termine è non solo razionale, 
ma ancora maggiore del secondo termine irrazionale. 

Ricorrendo alla forinola nota 

(2) Va'zl^yb' = in cui c = 

si avrà la seguente formula di Eulero (vedi la sua Mcm. citata) 

( 5 ) 

ya ya 

in cui «= yu{a—h). 
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Quindi vedesi che la radice cercata sarà possibile quando 
a{a—b) , quantità necessariamente positiva , sarà un quadrato 
perfetto. 

La forinola (5) merita d’essere anteposta alla formula (2) non 
solo perchè abbraccia anche il caso d’un trinomio i cui due ter- 
mini sono ambidue irrazionali; ma ancora perchè, anche nella 
ipotesi che l’uno dei termini sia razionale, ella può offrire sotto 
forma reale, e semplicissima la radice cercata in un caso in cui 
la formola (2) cade in difetto. Questo caso ha luogo quando nella 
formola (2) a è ^J/b. Allora la formola (2) offre per la radice 
cercata un’espressione composta di termini immaginarii, perchè 
c = y a*— b diventa allora immaginario. Al contrario in virtù 
della formola (5) si avrebbe 



in cui c — p^b^ — à^b — '^6(6— a^). 

Verbigrazia sia si avrà in virtù deU’ultima equa- 
zione a = 3, ò=12, c = l/12X5 = 6, 

epperciò 

(S) |/=t5-f- 1/12= =-^(3i:|/3). 

ym J yii 

Al contrario secondo la formola (2) si avrebbe 

a' = 3, , ò'=i2, c=yii^^^=yzy—i 


e per conseguenza 

f6, [/tEfEE* 

risultato bensi giusto, ma che non soddisfa al nostro oggetto. 
Del resto se per maggior generalità si pone 

(7) |/r«=fcr«' = 

• vv 
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si troverà facilmente con un processo analojro a quello del §. 1 


( 8 ) = 

l /v'ap-l-y^ra — 6)p _^ 

in cui p può ricevere un valore qualunque. 

Se si fa p = a si ritrova la formola (a). 

A prima giunta pare cbe la formola (8^ sia più generale del* 
la (a). Ma in realtà non è cosi: perchè onde la formola (8) 
‘offra la radice sotto la forma domandata, bisogna fare o p = a, 
0 p = ak>, K essendo un numero razionale. Ora qualunque di 
questi valori si attribuisca a p, si ricade sempre, dopo ogni ri- 
duzione, sulla formola (3). 


1/ 


Vap - y{a — b)p 
2 


NOTA 2 


Nel §. 3, pag. 22, abbiamo (issata la condizione perchè la 
regola di Newton sia vera ; e ciò sull’ipotesi che l’indice n della 
radice fosse dispari. Ma si domanderà, che avvenga di tale re- 
gola quando n è pari. 

Per rispondere a questa domanda osserveremo che n essendo 
pari, e ritenendo le denominazioni del $. 1, l’equazione (14) di 
questo $. diventa 


(4) 


A^ zt: BVp = y'y^y = 




in cui X ed Y hanno i valori che seguono 

^ ,» » «(n— 1) 2 «— 2 2 

x=x' ^-2 ^ 2 y' 


n(»-l) 


1 . 2 


y x'^ + y'l 


n 

w , 
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n — 4 *— 2 

Y = n x' ? —y 


— ^ n(» — 4)(n — 2) "-5^.^ 

4 2.5 


n — 5 n — i S 

i,~y' » 


» — H « — 2 

ny' ti ~^r' . 

Quindi si conchiude 

(2) A|/p = nyp = wyii = ~y^». 

Bisognerò dunque in primo luogo che a riesca un quadralo 
perfetto. 

E facendo per maggior generalità ^ = y^' » = j-w' 

y essendo il massimo divisor comune di ^ e », si avrà pure 

(3) G — ossia y0z=yì^'n’. 

Pertanto le due (44) del §. 4 moltiplicate fra loro danno 

xy = x’y'y^n = yx'y'y^'ti' = yx'y'yH. 

Donde 


('•) 



yx’y 


Il secondo membro di questa equazione essendo un numero 
intero, ed avendo riguardo alle (8) del §. 4 si avrà 


(S) 


yg—Vz-^'ìr 




2 — 2r y 2 ' — 4r' . . 

- = ry — quantità intiera. 

A 


L’equazione (5) tiene luogo delle (47) del §. 4 nel caso di n 
pari. 

Fondandoci sopra la medesima sarà facile di trovare una re- 
gola che offra la radice cercata nel caso menzionato di n pari. Ma 
prima di intraprendere questa ricerca noteremo che come la regola 
di Newton fondasi sul lemma 2, ossia, per meglio dire, sulle equa- 
zioni (47) del §. 4, epperò cessa d’aver luogo generalmente, n es- 
sendo pari. Non è però che non esista un caso in cui essa sussiste- 
rebbe pure n essendo pari . Ciò avverrebbe quando i termini del 
binomio da cui vuoisi estrarre la radice fossero tali, che il valore 
di X dovesse riuscire razionale. 


Digitized by Google 


- 59 - 


Infatti allora l’equazione (1) assumendo la forma della (14) del 
4, è facile di vedere chele due (47) di questo §. sussìsterebbero 
ancora quando n fosse pari, e diventerebbero 


( 6 ) 


»= Vz-hìr 




2— 2r 

X" 


= r' 


(perchè presentemente ^ = a = quadrato perfetto) 


• cosi che z -+- 2r, 


e 



dovrebbero essere due quadrati per- 


fetti di due numeri intieri. Il che basta per la verità della regola 
newtoniana. 

Diciamo ora due parole della regola, che deve offrire generai 
mente la radice cercata, n essendo pari. Veramente, secondo le 
osservazioni fatte nel preambolo, questo caso si può facilmente 
ridurre a’ due casi di n = 2, e di n dispari. E qualora voglia 
trattarsi direttamente basterà di ricorrere alla regola di Eulero 
od alla nostra denotata colla lettera (A) nel §. 2. Tuttavia non 
sarà inutile di mostrare come la equazione (5) combinata colla 
prima delle (7 ) del 1 conducono ad una regola che coincide 
nel fondo colla regola (A) or menzionata. 

Bisognerà anzi tutto determinare il valore intiero di 4^* 

A questo effetto, in virtù della (49) del §. 4, abbiamo 



(Uh-V)2— 4UV 
B 


u— v_ u 

VB ~~ J/B 


V 


e ritenendo che i due membri di quest’equazione devono essere 
numeri intieri, si vede facilmente che se I e 1' sono i due valori 
intieri prossimi ambidue in più, od ambidue in meno di 


JJ _V 

yB ® yB 


avremo 

rs) 


« 


y 




I — r 




u-v 

y&' 


Donde, avuto riguardo alla (5) 


{«) 


xij = L^yii 
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la quale insieme colla (7) del $, 1 

X» — t/J = tir 

porge 

(10) = ■+■ 2r, yt = y - ir . 

Pertanto la (1) del §. 1 diventa 

,,,, " yf + 2r ± kri+à^B — 2r . 

KA:±:B = 

2/1 

syp 


' Il secondo membro di quest’equazione offrirà la radice cercata 
sotto la forma richiesta, se 4r’ A*0 sarà un quadrato perfetto. 
Ora questa condizione è appunto sempre soddisfatta quando la 
radice esiste. 


Imperocché si ha dalla (8) = (U — V) ; 

e quindi A*/J (ir* = (U — V) + ftUV = (U 4- V) ; 

e ritenendo che U-1- V = z debbe essere un numero intiero 
(§. 1), si concbiuderà che A*j8-t- è un quadrato perfetto intiero. 

1 

r.he se in sua vece sì mette il valore di (U-«-V) determinato dalla 
(15) del 5- la (11) si trasformerà nella (17) dello stesso $. 3. 

Turino, Novembra 1851. 


CHIÒ. 




Tip. JcqIì Artisti A. l*ons « C. 
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